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CLASA a XII a

1. Fie (G,-)un grup cu 2n+1 elemente cu proprietatea ca existd o functie f:G — G astfel incat

fxf(x)=y f( ) (V)x,ye G. Aratati ca (G,-) este grup abelian.

Gazeta Matematicd
Solutie:
Pentru x=e obtinem f(f(y))=y-f(e),¥ye G deci f este injectivd. Pentru y=e(2p) rezulta ca
f(x f(x))=F(x*) si din injectivitatea lui f obfinem x-f(x)=x’, deci f(x)=x,Vxe G(2p)..
Relaia din enunt devine x’y=yx’,(V)x,ye G, rezultd x?y=y***,(V)x,ye G si cum

2n+1

=e, obtinem xy=yx, Vx,ye G.(3p)

3
2. Aflati f:R — R care admite primitive pe R daca f(x)(x2 +1) =e" (x2 +1) +xF(x),(V)xeR,

F(x)-F(l
unde F este o primitivd alui f si limM 3¢

x>l x—1 \/5

f(x)= 5 admite trei solutii reale distincte.
x“+1

.Apoi aflati m e R pentru care ecuatia

Carmen si Viorel Botea

Solutie:
f(x)~(x2 +1)—x-F(x)

Jr 1)

Relatia din enunt o rescriem sub forma =e",Vxe R,Vxe G(1p) ceea ce este

f(x)Nx*+1- -F(x) F(x) |
echivalent cu x2+1x +1 =¢",Vxe G(1p), adica [WJ =(€”) (V)xeR,
F(x)

de unde rezultd «ca =¢"+C=>F(x)= eV +1+CVx2+1. Prin  urmare, avem

Vi1

f(x)=eNx"+1+ ¢ X, € x , de unde putem scoate i : ()—e\/_+

VP +1 P+l
= C=0,= f(x)=e'VX +1+ ¢ (1p) Acum:  f(x)=—=

x+1 x +1

AR AL

= ex(x2+1)+ex-x:m.




Fie g(x):e"(x2+l)+ex-x—m,g:R—)R. Avem lim g (x)=-m si

lim g (x)=+co.(1p) g '(x)=e" (x2 +1)+2xe" +e' +xe =e" (x2 +3x+2)

Rezolvand ecuatia g'(x) =0, obtinem

solufiile x=—15ix=-2,g(~1) =2~ -m=L_mg(-2)=2 -2 m=2_m 2512
e e e e e e e e e
X —0o0 -2 -1 +o0
g(x) _m 3 L. N
e’ e
me (—e0,0) |+ + + + nu exista solutii
m=0 0 + + + nu exista solutii
( 1} - + + + 1 solutie
me|0,—
e
1 - + 0 + 2 solutii
m=—
e
(1 3) - + - + 3 solutii
me 5
e e
3 - 0 - + 2 solutii
m=—2
e
(3 j - - - + 1 solutie
me —®
e
Deci me (l,%j (3p)
e e

3. Consideram multimile de trinoame
M ={X2 +aX +bla,be R},G :{X2 +aX +b‘a,be R,b ¢0} si “operatia”

(X2 +a,X +b1)0(X2 +a,X +b2) =X?+(a;+ay) X +bb,.
a) Aratati ca (M , 0) este monoid comutativ si determinati toate elementele neinversabile din M.

b) Aritafi ca (G,®) este grup abelian.

-2012

. . 2 2011 ) N . . 2 2 N
c) Rezolvati ecua‘;la(X +aX +b) =X"+X In M si ecuatla(X +aX +b) =X"+11inG.

Victoria si Dan Negulescu
Soluftie:
a) Se verifica usor axiomele monoidului, iar elementele neinversabile sunt X ’+aX,aeR,. (3 p)
b) (G,") este un monoid comutativ si (X2 +aX +b)_1 =X>-aX +%,(V)ae R, si Vbe R", de

unde rezultd ca orice element este inversabil. (2p)



¢) Prima ecuatie devine X*+2011aX +b™"' =X+ X & 201la=15i b*"' =0 o a =011 si
b =0, deci solutia este X +ﬁ‘ X . A doua ecuatie devine X*—(-2012a)X +b™"? = X* +1

& -2012a=0 i b =1 a=0 si b==I1, deci are solutiile X*+1 si X*>—1.(2p)



